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ДИНАМИКА ТРЁХМЕРНЫХ ОДНОРОДНЫХ ИЗОТРОПНЫХ
РЕЛЯТИВИСТСКИХ МИРОВ

Исследована динамика однородных изотропных самогравитирующих трёхмерных
миров (3-миров), заполненных излучением. Показано, что последовательное описа-
ние динамики этих миров в рамках общей теории относительности (ОТО) с учетом
дополнительного крупномасштабного пространственного измерения приводит к важ-
ному эффекту. В 3-мире, кроме сил притяжения, возникают силы отталкивания. Ис-
точником этих сил является тепловая энергия излучения, заполняющего 3-мир. В
четырёхмерном пространстве эти силы являются центробежными. Они действуют во
внешнем для 3-мира пространственном измерении и растягивают его. Показано, что в
сопутствующей системе отсчёта эти силы отталкивания являются эйнштейновскими
и описываются Λ-членом уравнений ОТО. Установлен физический смысл космологи-
ческой постоянной.
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1. ВВЕДЕНИЕ

При написании метрики, описывающей
геометрию однородного изотропного про-
странства Вселенной, для удобства пред-
лагается рассматривать его как однород-
ную и изотропную гиперповерхность в четы-
рёхмерном пространстве (см., например, [1,
§ 111]). В то же время подчёркивается, что
введение четвёртой пространственной коор-
динаты является лишь удобным способом
описания геометрии однородного изотроп-
ного искривлённого трёхмерного простран-
ства, а используемое при этом четырёхмер-
ное пространство является фиктивным.

Ещё недавно в космологии считалось, что
говорить о динамике Вселенной в связи с
её расширением в ненаблюдаемом четвёртом
пространственном измерении следует лишь
как о формальном математическом приеме,
не влекущем за собой физически наблюдае-
мых следствий. Например, в замечательной
книге [2] утверждается, что вопрос о том, ку-
да расширяется Вселенная, не имеет смысла.

В настоящей работе рассматривается воз-
можность включения дополнительного чет-
вёртого крупномасштабного пространствен-
ного измерения в общую теорию относитель-
ности (ОТО) не как фиктивного и вводи-
мого лишь для удобства, но как реально

существующего и приводящего к физиче-
ски наблюдаемым эффектам. Показано, что
важнейшим из них является существование
космологических сил отталкивания. Введе-
ние дополнительного пространственного из-
мерения позволяет понять природу этих сил.

Ещё сравнительно недавно считалось,
что динамику Вселенной определяют силы
тяготения (см., например, [1; 3]). В совре-
менной космологии утвердилось обоснован-
ное мнение о том, что динамику Вселен-
ной определяют не только силы тяготения,
но и в не меньшей степени силы отталки-
вания. По-видимому, первым чётким указа-
нием на необходимость учёта космологиче-
ских сил отталкивания были наблюдатель-
ные данные о зависимости между видимой
звёздной величиной и красным смещением
для сверхновых типа Ia [4; 5]. Существуют и
другие наблюдательные данные, объяснить
которые без учёта космологических сил от-
талкивания проблематично (см., например,
[6–12]).

В настоящее время наиболее распростра-
ненным и как полагают почти доказан-
ным является утверждение о том, что ис-
точником космологических сил отталкива-
ния является «тёмная энергия». Считает-
ся, что «тёмной энергией» является неко-
торая вакуумоподобная среда, макроскопи-
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ческие свойства которой описываются Λ-
членом в уравнениях Эйнштейна (см., на-
пример, [6; 7; 13]).

В работах [14; 15] показано, что, кро-
ме эйнштейновских сил отталкивания, в
ОТО могут быть введены и другие космо-
логические силы отталкивания. Рассмотрен
пример космологических сил отталкивания,
связанных с зависимостью тепловой энер-
гии космической среды от радиуса кривиз-
ны Вселенной. Авторы [14; 15] полагали, что
эти силы являются центробежными по своей
природе.

В нашей работе [16] в рамках ОТО ис-
следована динамика двумерных однородных
гравитирующих миров (2-миров). Этот на-
глядный модельный пример поясняет смысл
центробежных космологических сил. Пока-
зано, что в случае наличия дисперсии скоро-
стей частиц, из которых состоит 2-мир, его
динамика существенным образом зависит от
наличия третьего пространственного изме-
рения, «внешнего» по отношению к нему. За-
писаны уравнения, описывающие динамику
2-мира в шварцшильдовой системе коорди-
нат, с учётом дисперсии скоростей частиц,
заполняющих мир.

Показано, что динамика 2-мира опреде-
ляется не только гравитационными силами,
но также и силами отталкивания. Силы от-
талкивания в 2-мирах связаны с зависимо-
стью тепловой энергии среды, заполняющей
эти миры, от радиуса кривизны их про-
странства. В шварцшильдовой системе ко-
ординат эти силы являются центробежны-
ми. Они действуют в третьем внешнем к 2-
мирам пространственном измерении и рас-
тягивают их. В сопутствующей двумерной
системе отсчёта эти силы проявляются как
силы отталкивания.

Существенную роль в динамике 2-мира
играет его гравитационный радиус rg. Дина-
мика 2-мира, имеющего характерные разме-
ры a ∼ rg, принципиально отличается от ди-
намики D-мира, описанного в [14] в ньюто-
новском приближении. В [17] показано, что
в релятивистских 2-мирах в сопутствующей
системе отсчёта силы отталкивания являют-
ся эйнштейновскими. Они описываются Λ-
членом уравнений ОТО. Космологическая
постоянная определяется параметрами из-

лучения, заполняющего 2-мир.

В настоящей работе метод описания 2-
мира, использованный в [16; 17], обоб-
щён на трёхмерный случай. Исследована
динамика центрально-симметричного реля-
тивистского трёхмерного 3-мира, однород-
но заполненного излучением в пятимерном
пространстве-времени. Учитывается допол-
нительное, «внешнее» по отношению к 3-
миру, четвёртое пространственное измере-
ние.

Рассматриваемые нами модели однород-
ных центрально-симметричных безгранич-
ных гравитирующих систем являются вари-
антами космологических моделей, определя-
емых как «Мир на бране». В этих моде-
лях Вселенная рассматривается как трёх-
мерная брана в четырёхмерном простран-
стве [18]. Однако в отличие от предыдущих
работ (см., например, обзор [19]), посвящён-
ных развитию различных аспектов этой мо-
дели, в нашей работе учитываются не толь-
ко нормальные к бране (миру) скорости ча-
стиц космической среды, но и тангенциаль-
ные скорости.

Учёт тангенциальных скоростей позволя-
ет описать центробежные силы, действую-
щие на каждый элемент 3-мира во внешнем
для него пространственном измерении. По-
казано, что с точки зрения типичного на-
блюдателя, находящегося в релятивистском
3-мире, как и релятивистском 2-мире, эти
силы проявляются как эйнштейновские си-
лы отталкивания.

Статья организована следующим обра-
зом. В разделе 2 описана динамика ре-
лятивистских 3-миров на основе космоло-
гических уравнений А. А. Фридмана. В
разделе 3 построена метрика пятимерно-
го пространства-времени для описания ди-
намики сферических 3-миров. В разделе
4 исследована динамика релятивистских 3-
миров в системе координат Тангерлини. В
разделе 5 изучена динамика сферических
релятивистских 3-миров в сопутствующей
системе координат. В разделе 6 приведена
интерпретация эйнштейновских сил оттал-
кивания. В заключении перечислены основ-
ные результаты работы.



Динамика трёхмерных однородных изотропных релятивистских миров 31

2. СТАНДАРТНОЕ ОПИСАНИЕ
ДИНАМИКИ РЕЛЯТИВИСТСКИХ

3-МИРОВ

В настоящем разделе стандартным мето-
дом, основанном на космологических урав-
нениях А. А. Фридмана (см., например, [2;
7]), опишем динамику 3-миров в четырёх-
мерном пространстве-времени. Считаем, что
3-мир является центрально-симметричным
и однородно заполнен чернотельным излуче-
нием. Запишем и исследуем уравнения, опи-
сывающие этот мир в сопутствующей систе-
ме координат. В этой системе координат рас-
пределение излучения является однородным
и изотропным.

Уравнение состояния излучения имеет
вид

P =
1

3
ε =

1

3
ρc2, (1)

где P , ε, ρ — давление, плотность энергии
и плотность излучения, соответственно; c —
скорость света.

Величиной, характеризующей динамику
однородного изотропного 3-мира, является
радиус кривизны a(t). Уравнениями, опи-
сывающими изменение во времени радиуса
кривизны a(t) 3-мира в сопутствующей си-
стеме координат, являются космологические
уравнения А. А. Фридмана. Они являются
следствием уравнений ОТО и предположе-
ния об однородности и изотропности 3-мира
(см., например, [2; 3; 7]).

С учётом эйнштейновских сил отталки-
вания, описываемых Λ-членом, космологи-
ческие уравнения А. А. Фридмана для рас-
сматриваемого 3-мира могут быть записаны
в виде (см., например, [2, гл. 4])

3

(

ȧ2

a2
+

kc2

a2

)

= 8πGρ+ c2Λ, (2)

2
ä

a
+

(

ȧ2

a2
+

kc2

a2

)

= −8πG

3
ρ+ c2Λ. (3)

Точка здесь и далее обозначает производную
по времени. Время в сопутствующей системе
координат будем обозначать буквой τ. Пара-
метр k может принимать значения 0, +1 и
−1. Он определяет тип геометрии простран-
ства 3-мира. При k = 0 пространство явля-
ется плоским, при k = +1 оно сферическое,

а при k = −1 псевдосферическое. Подробно-
сти о возможных типах геометрии однород-
ной изотропной Вселенной см., например, [2,
гл. 2]. В уравнениях (2), (3) Λ — так называ-
емая космологическая постоянная, G — гра-
витационная постоянная.

Из уравнений (2), (3) следует закон со-
хранения:

d

da

(

ρa2
)

+ 2
(

ρa2
) 1

a
= 0. (4)

Соотношение (4) имеет место при любом
значении постоянных k и Λ. Интегрируя (4),
получаем

ρa4 = ρ0a
4
0. (5)

Здесь и далее значок ноль характеризует ве-
личину, взятую в определённый момент вре-
мени τ0.

Учитывая (5) и термодинамические свой-
ства чернотельного излучения, заключаем,
что с изменением масштаба 3-мира a часто-
та излучения ω, температура T и плотность
частиц n меняются следующим образом:

ωa = ω0a0, Ta = T0a0, na3 = n0a
3
0. (6)

Считаем, что в процессе эволюции реля-
тивистского 3-мира сохраняются его одно-
родность и изотропность. Темп расширения
3-мира определяется параметром Хаббла:

H(τ) = ȧ/a. (7)

Значение параметра Хаббла при τ = τ0
(H(τ0) = H0) называется постоянной Хаб-
бла. В рассматриваемой нами задаче вели-
чина H−1

0 является характерным масштабом
времени.

Учитывая (5), космологические уравне-
ния А. А. Фридмана (2), (3), описываю-
щие релятивистские 3-миры в сопутствую-
щей системе координат, запишем в виде

(

1

ā

dā

dτ̄

)2

=

=

(

−kΩcurv

1

ā2
+Ωrad

1

ā4
+ΩΛ

)

,

(8)

d2ā

dτ̄2
= −Ωrad

ā3
+ΩΛā. (9)
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При записи этих уравнений использованы
безразмерные переменные ā = a/a0 и τ̄ =
τH0. За единицу длины взята величина a0, а
за единицу времени величина H−1

0 . Исполь-
зованы стандартные обозначения [7]:

Ωrad = ρ0
ρc
, ΩΛ = ρΛ

ρc
, Ωcurv = c2

H2

0
a2
0

,

ρc =
3H2

0

8πG , ρΛ = Λc2

8πG .
(10)

В современной космологии источник сил
отталкивания определяют термином «тём-
ная энергия». Считают, что «тёмной энер-
гией» является некоторая вакуумоподобная
среда. Λ-член в уравнениях ОТО даёт опи-
сание её макроскопических свойств. Предпо-
лагают, что «тёмная энергия» является од-
нородной средой, имеющей во всех системах
отсчёта постоянную, не меняющуюся во вре-
мени и пространстве, плотность ρΛ. «Тёмная
энергия» обладает отрицательным давлени-
ем. Её уравнение состояния имеет вид (см.,
например, [6; 7])

PΛ = −εΛ = −ρΛc2. (11)

Решения уравнения (9) удовлетворяют
граничным условиям:

ā(τ0) = 1, (dā/dτ̄)(τ0) = 1. (12)

Чтобы качественно проанализировать реше-
ния уравнения (9), запишем его в виде

d2ā

dτ̄2
= −dUeff

dā
, (13)

где

Ueff = −Ωrad

2ā2
− ΩΛā

2

2
. (14)

Уравнение (13) аналогично уравнению, опи-
сывающему одномерное движение частицы
в потенциальном поле (см., например, [20]).
Используя стандартный метод, качественно
исследуем возможные типы решений урав-
нения (13).

Первым интегралом уравнения (13) явля-
ется энергия

E =
1

2

(

dā

dτ̄

)2

− Ωrad

2ā2
− ΩΛā

2

2
. (15)

Учитывая (12), находим

E =
1

2
(1−Ωrad −ΩΛ) . (16)

Значение параметра Ωcurv находим из (8).
Учитывая (12), (15), получаем

k = −2E/Ωcurv. (17)

Величина Ωcurv (см. (10)) не может быть
отрицательной, а также равной нулю.
При E = 0 (Ωrad +ΩΛ = 1) параметр k = 0,
пространство 3-мира плоское. При E > 0
(Ωrad +ΩΛ < 1) k = −1, пространство 3-
мира псевдосферическое и имеет бесконеч-
ный объем. Случаю E < 0 (Ωrad +ΩΛ > 1)
соответствует значение параметра k = +1.
При этом пространство 3-мира являет-
ся сферическим и имеет конечный объем
V = 2π2a3.

На рис. 1 качественно изображён график
функции Ueff(ā). Приведены уровни энергий
E, соответствующие различным типам ре-
шений уравнения (13).

Рис. 1. График функции Ueff(ā), определяе-
мой формулой (14)

На рис. 2 приведены графики, качествен-
но описывающие решения уравнения (13)
для различных значений энергии E. Значе-
ние энергии E, как видно из (16), определя-
ется параметрами модели Ωrad и ΩΛ. Зна-
чения ām и Em, определяющие максимум
функции Ueff(ā) (см. рис. 1), зависят также
от этих параметров. Они определяются фор-
мулами

ām = (Ωrad/ΩΛ)
1/4 ,

Em = Ueff(ām) = − (ΩΛΩrad)
1/2 .

(18)

Условия реализации различных типов реше-
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ний уравнения (13):

I − (EI < Em, a0 < am) ;

II − (EII < Em, a0 > am) ;

III − (EIII = Em, a = am) ;

IV − (Em < EIV) .

(19)

Рис. 2. Схематическое изображение графи-
ков, описывающих различные типы реше-

ний уравнения (13)

Решения типов I, IV описывают реля-
тивистские 3-миры, родившиеся из сингу-
лярного состояния в результате «Большо-
го взрыва». Решения типа I описывают мо-
дель замкнутого релятивистского 3-мира, а
решения типа IV описывают модель откры-
того релятивистского 3-мира. Решения типа
IV, кроме решений, описывающих эволюцию
расширяющейся идеализированной реляти-
вистской Вселенной, следующую за «Боль-
шим взрывом», могут описывать эволюцию
сжимающейся Вселенной, заканчивающую-
ся «Большим схлопыванием».

При E = Em, a = am имеет место ста-
ционарное решение III. Как видно из рис. 1,
оно не является гравитационно устойчивым
относительно малых возмущений.

Решения типа II описывают эволюцию 3-
миров без сингулярности. Родившись в бес-
конечности, эти миры сначала сжимаются
до минимальных размеров amin (см. рис. 2),
а затем неограниченно расширяются.

В заключение этого параграфа отме-
тим следующее. Приведённое описание ди-
намики релятивистских 3-миров основано
на уравнениях, содержащих три парамет-
ра: H0, Ωrad и ΩΛ. Для объяснения смыс-

ла параметра ΩΛ используется предположе-
ние о гипотетической «тёмной энергии». В
следующих параграфах приведено описание
динамики релятивистских 3-миров, не со-
держащее этого предположения. Оно осно-
вано на идее, согласно которой 3-мир яв-
ляется физическим объектом пятимерного
пространства-времени. Считаем, что четвёр-
тое, дополнительное пространственное изме-
рение является крупномасштабным.

3. МЕТРИКА ПЯТИМЕРНОГО
ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ,
СВЯЗАННОГО С 3-МИРОМ

Рассмотрим центрально-симметричный
трёхмерный однородный изотропный без-
граничный самогравитирующий мир в че-
тырёхмерном пространстве. Для описания
динамики 3-мира используем центрально-
симметричную метрику пятимерного
пространства-времени. Эта метрика явля-
ется аналогом метрики Шварцшильда. В
общем виде она может быть записана в виде
[21]

ds2 = e2Φc2dt2 − e2Λdr2 − r2dΩ2, (20)

где Φ = Φ(r, t), Λ = Λ(r, t), а

dΩ2 = dχ2 + Σ2k(χ)
(

dθ2 + sin2 θdφ2
)

. (21)

В этом разделе значок Λ используется для
обозначения функции, описывающей мет-
рические свойства пространства-времени.
Функция

Σk(χ) =











sin χ, k = +1;

χ, k = 0;

sh χ, k = −1.

(22)

Отметим очевидные свойства этой функции:

d2

dχ2
Σk(χ) = −kΣk(χ),

[

d

dχ
Σk(χ)

]2

= 1− kΣ2k(χ).

(23)

Используя (20), находим метриче-
ские коэффициенты gµν. В пятимерном
пространстве-времени индексы µ и ν при-
нимают значения 0, 1, 2, 3, 4. Считаем, что
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x0 = ct, x1 = r, x2 = χ, x3 = θ, x4 = φ. Сим-
волы Кристоффеля Γµαβ рассчитываются по
формуле

Γµαβ =
1

2
gµν
(

∂gνα
∂xβ

+
∂gνβ
∂xα

− ∂gαβ
∂xν

)

. (24)

Вычисление приводит к следующим выра-
жениям (штрих означает дифференцирова-
ние по r, а точка над буквой — дифферен-
цирование по ct):

Γ000 = Φ̇, Γ001 = Φ
′,

Γ011 = e2(Λ−Φ)Λ̇, Γ100 = e2(Φ−Λ)Φ′,

Γ101 = Λ̇, Γ111 = Λ
′,

Γ122 = −re−2Λ, Γ133 = −rΣ2ke
−2Λ,

Γ144 = −r sin2 θΣ2ke
−2Λ, Γ212 =

1
r ,

Γ233 = −Σk d
dχΣk, Γ244 = − sin2 θΣk

d
dχΣk,

Γ313 =
1
r , Γ323 =

d
dχ lnΣk,

Γ344 = − sin θ cos θ, Γ414 =
1
r ,

Γ424 =
d
dχ lnΣk, Γ434 = ctg θ.

(25)
Логарифмическая производная

d

dχ
lnΣk =











ctg χ, k = +1;

1/χ, k = 0;

cth χ, k = −1.

(26)

По формуле

Rµα =
∂Γβµα
∂xβ

− ∂Γβµβ
∂xα

+ ΓβµαΓ
γ
βγ − ΓγµβΓβαγ (27)

находим компоненты тензора Риччи. Они
имеют вид

R00 = −e2Φ−2Λ

[

Φ′′ + Φ′2 − Φ′Λ′ +
3Φ′

r

]

+ Λ̈+ Λ̇2 − Φ̇Λ̇,
(28)

R11 = −e2Λ−2Φ
[

Λ̈+ Λ̇2 − Φ̇Λ̇
]

+

+ Φ′′ + Φ′2 − Φ′Λ′ − 3

r
Λ′,

(29)

R22 = e−2Λ
[

2 + r(Φ′ − Λ′)
]

− 2k, (30)

R33 = Σ
2
k(χ)R22,

R44 =sin2 θΣ2k(χ)R22,
(31)

R01 = −3

r
Λ̇. (32)

Для определения вида функций Φ(r, t)
и Λ(r, t) используем уравнения Эйнштейна

для гравитационного поля. Для областей,
находящихся вне 3-мира, они имеют вид

Rµν = 0. (33)

Учитывая (32), заключаем, что функция
Λ не зависит от времени. С учётом этого
остальные уравнения Эйнштейна запишутся
в виде

Φ′′ + Φ′2 − Φ′Λ′ +
3

r
Φ′ = 0, (34)

Φ′′ + Φ′2 − Φ′Λ′ − 3

r
Λ′ = 0, (35)

2 + r(Φ′ − Λ′)− 2ke2Λ = 0. (36)

Вычитая (35) из (34), находим Φ′ + Λ′ = 0.
Это означает, что

Φ+ Λ = f(t). (37)

Выбор интервала ds2 в виде (20) оставля-
ет ещё возможность произвольного преоб-
разования времени вида t = t(t′). Исполь-
зуя свободу выбора временной координаты,
можно к функции Φ прибавить произволь-
ную функцию времени. За счёт этого всегда
в (37) можно обратить f(t) в ноль и считать,
что Φ+ Λ = 0. Учитывая (37), из (36) нахо-
дим уравнение для определения Φ:

Φ′ =
1

r

(

ke−2Φ − 1
)

. (38)

Решая его, находим

e2Φ = e−2Λ = k − const

r2
. (39)

Получим уравнения, описывающие дина-
мику сферических релятивистских 3-миров
(для случая k = +1). Вывод уравнений, опи-
сывающих 3-миры, для которых k = 0 и
k = −1, приведены в приложении.

При k = +1 во внутренней области к
3-миру (с учётом отсутствия особенности в
метрике при r → 0) константу интегриро-
вания в (39) полагаем равной нулю. В этой
области Φ = Λ = 0 и метрика является га-
лилеевой.

Во внешней области к сферическому 3-
миру на больших расстояниях гравитацион-
ное поле является слабым. По аналогии с 2-
миром (см. [16]), константу интегрирования
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в (39) полагаем равной R2
g, где Rg — гра-

витационный радиус 3-мира. Эта величина
является аналогом гравитационного радиу-
са rg для 2-мира.

Учитывая эти замечания, метрику пяти-
мерного пространства-времени, внешнего по
отношению к сферическому 3-миру, опреде-
ляем формулой

ds2 =

(

1−
R2

g

r2

)

c2dt2−

− dr2
(

1−R2
g/r

2
) − r2dΩ2,

(40)

dΩ2 = dχ2 + sin2 χ
(

dθ2 + sin2 θdφ2
)

. (41)

Метрика (40) называется метрикой Тан-
герлини (см. [22]). Она используется на-
ми для исследования динамики сферически-
симметричных релятивистских 3-миров.

4. ДИНАМИКА СФЕРИЧЕСКИХ
3-МИРОВ В СИСТЕМЕ КООРДИНАТ

ТАНГЕРЛИНИ

Как и при исследовании динамики сфе-
рических релятивистских 2-миров (см. [17]),
считаем, что 3-миры состоят из частиц, име-
ющих массу покоя равную нулю. Они од-
нородно заполняют трёхмерную гиперсфе-
ру переменного радиуса a(t). В системе ко-
ординат Тангерлини динамика релятивист-
ского 3-мира описывается уравнением дви-
жения частиц по радиусу. Чтобы полу-
чить это уравнение, учитываем, что части-
цы движутся по геодезическим в пятимер-
ном пространстве-времени. Уравнение гео-
дезических имеет вид

d2xµ

dλ2
+ Γµαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0. (42)

Для описания движения частиц с нулевой
массой покоя введён скалярный параметр λ,
определенным образом связанный со време-
нем t. Формула, определяющая эту взаимо-
связь, будет приведена ниже.

Компоненты µ = 2 и µ = 3 уравнения (42)

имеют вид

d2χ

dλ2
+

2

a

da

dλ

dχ

dλ
− sin χ cos χ

(

dθ

dλ

)2

−

− sin χ cos χ sin2 θ

(

dφ

dλ

)2

= 0,

(43)

d2θ

dλ2
+

2

a

da

dλ

dθ

dλ
+ 2 ctg χ

dχ

dλ

dθ

dλ
−

− sin θ cos θ

(

dφ

dλ

)2

= 0.

(44)

Здесь и далее a — радиальная координа-
та частиц. Величина a(t) определяет ради-
ус кривизны сферического 3-мира в момент
времени t. Из этих уравнений следует, что
если в начальный момент λ0, θ0 = π/2,
(dθ/dλ)0 = 0, χ0 = π/2, (dχ/dλ)0 = 0, то и
при всех λ 6= λ0 θ(λ) = π/2, χ(λ) = π/2. Это
означает, что траектории рассматриваемых
частиц плоские. Очевидно, что траектории
и всех других частиц также плоские. Далее
для простоты рассматриваем частицы, для
которых θ = χ = π/2.

Полагая µ = 4, θ = χ = π/2, из (42) нахо-
дим

d2φ

dλ2
+

2

a

da

dλ

dφ

dλ
= 0. (45)

Интегрируя (45), получаем

c · a2dφ
dλ

= Lγ. (46)

Этот интеграл движения связан с космоло-
гическим удельным вращательным момен-
том частиц, который является одним из па-
раметров, определяющих динамику реляти-
вистских 3-миров.

Компонента уравнения (42), соответству-
ющая µ = 0, имеет вид

d2x0

dλ2
+ 2

dΦ

da

da

dλ

dx0

dλ
= 0. (47)

Учитывая, что e2Φ = (1−R2
g/a

2), (47) запи-
шем в виде

d

dλ

[(

1−
R2

g

a2

)

dx0

dλ

]

= 0. (48)

Отсюда находим

Eγ = c2

(

1−
R2

g

a2

)

dx0

dλ
. (49)
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Этот интеграл движения связан с полной
удельной энергией частиц. Формула (49)
определяет взаимосвязь переменных λ и t:

dλ =
c3dt

Eγ

(

1−
R2

g

a2(t)

)

. (50)

Уравнение для определения da/dt полу-
чаем следующим образом. Учитываем, что
для частиц, движущихся в плоскости θ =
χ = π/2, интервал ds2 имеет вид

ds2 = e2Φc2dt2 − e−2Φda2 − a2dφ2 = 0. (51)

Делим это уравнение на dλ2 и, учитывая
(46), (50), находим

1
(

1−R2
g/a

2
)

da

dt
=

c

Eγ

[

E2
γ − U2

γ (a)
]1/2

, (52)

где

U2
γ (a) =

L2
γ

a2

(

1−
R2

g

a2

)

. (53)

Формула (52) описывает движение реля-
тивистского 3-мира в четвёртом простран-
ственном измерении в системе координат
Тангерлини.

Функция Uγ(a) играет роль «эффектив-
ной потенциальной энергии» в том смысле,
что условием Eγ ≥ Uγ(a) определяются (ана-
логично нерелятивистской теории) допусти-
мые области изменения радиуса 3-мира. На
рис. 3 качественно изображён график функ-
ции Uγ(a), определяемой формулой (53), для
значений параметра Lγ 6= 0. Функция Uγ(a)
при значении a = am имеет максимум.

Максимуму функции Uγ(a), равному
Uγ(am) = Eγm, соответствуют стационарные
3-миры. Они не являются гравитационно
устойчивыми относительно малых возмуще-
ний. Совместное решение уравнений Uγ(a) =
E, dUγ/da = 0 даёт

am =
√
2Rg, Eγm = c Lγ/(2Rg). (54)

Неустойчивые стационарные релятивист-
ские 3-миры имеют радиус равный

√
2Rg.

Малое возмущение их размера, связанное
с его уменьшением, приводит к сжатию 3-
мира до размера Rg. Радиальное возму-
щение неустойчивого стационарного 3-мира,

связанное с увеличением его радиуса, сопро-
вождается его неограниченным расширени-
ем.

Если при заданном значении параметра
Lγ размер 3-мира a и энергия Eγ не удовле-
творяет условиям (54), то 3-мир не являет-
ся стационарным. Качественный анализ воз-
можных типов решений, описывающих та-
кие миры в системе координат Тангерлини,
проводим, учитывая вид функции Uγ(a) (см.
рис. 3). На рис. 3 приведены уровни энергии
Eγ частиц, соответствующие различным ти-
пам решений уравнения (52).

Рис. 3. Графики функции Uγ(a), определяе-
мой формулой (53) при Lγ 6= 0

Для уравнения (52) точка a = Rg являет-
ся особой. В системе координат Тангерлини
физически разумные решения этого уравне-
ния имеют место при a > Rg. В этой системе
координат состояние 3-мира с a = Rg явля-
ется «чёрной дырой».

Покажем, что время входа 3-мира в со-
стояние «чёрная дыра», а также симметрич-
ное ему время выхода из этого состояния, в
системе координат Тангерлини оказывается
бесконечным. Считая δ малой, но конечной
величиной, найдём время эволюции 3-мира
от размера a = Rg + δ до a = Rg + ε при
ε → 0. Для a близких к Rg, как видно из
(53), значение Uγ(a) мало отличается от ну-
ля. Учитывая это, уравнение (52) для этих
значений a запишем в виде

1
(

1−R2
g/a

2
)

da

cdt
= 1. (55)
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Из (55) находим

c(tε − tδ) =

Rg+ε
∫

Rg+δ

da

1−R2
g/a

2
. (56)

Интегрируя (56), заключаем, что интеграл
расходится при a → Rg как −Rg ln(a − Rg).
Отсюда следует асимптотический закон при-
ближения a к Rg:

a−Rg = const · e−ct/Rg . (57)

Таким образом, в системе координат Тангер-
лини конечная стадия перехода 3-мира в со-
стояние «чёрная дыра» описывается экспо-
ненциальным законом с характерным време-
нем ∼Rg/c. Время перехода в это состоя-
ние бесконечно. Это означает также беско-
нечное время выхода 3-мира наружу из со-
стояния «чёрная дыра», если предположить,
что это состояние для 3-мира является «на-
чальным».

При значениях параметра Lγ 6= 0, как
видно из рис. 3, возможны четыре типа ре-
шений a(t), описывающих динамику реляти-
вистских сферических 3-миров в системе ко-
ординат Тангерлини. На рис. 4 приведены
графики, качественно характеризующие эти
решения.

Рис. 4. Графики, схематично описывающие
различные типы решений уравнения (52)

при значениях параметра Lγ 6= 0

Интервалы значений энергий Eγ и разме-
ров 3-миров, описываемых этими решения-

ми, следующие:

I − (EγI < Eγm, a ≤ am);

II − (EγII < Eγm, a ≥ aII);

III − (EγIII = Eγm, a = am);

IV − (EγIV > Eγm, a > Rg).

(58)

В следующем параграфе рассмотрены ре-
шения, описывающие динамику релятивист-
ского 3-мира в сопутствующей системе коор-
динат.

5. ДИНАМИКА СФЕРИЧЕСКИХ
3-МИРОВ В СОПУТСТВУЮЩЕЙ

СИСТЕМЕ КООРДИНАТ

В метрике Тангерлини (40) g00 обраща-
ется в нуль, а g11 — в бесконечность при
r = Rg. В системе координат Тангерли-
ни время приближения 3-мира к состоянию
a = Rg оказывается бесконечным. В обла-
сти r < Rg метрические коэффициенты g00
и g11 становятся отрицательными. Это об-
стоятельство могло бы дать основание к за-
ключению о невозможности существования
3-миров с «радиусом», меньшим гравитаци-
онного. В действительности такое заключе-
ние не является правильным. Можно лишь
утверждать, что метрику Тангерлини в об-
ласти r < Rg применять нельзя.

Для описания динамики сферических 3-
миров любых размеров используем сопут-
ствующую систему координат. Будем назы-
вать её также системой координат типичных
наблюдателей. Эти наблюдатели находятся
в 3-мире. В системе координат Тангерлини
они совершают относительно центра 3-мира
лишь радиальное движение. Время в сопут-
ствующей системе координат определяется
так, что для любого типичного наблюдателя
интервал между двумя бесконечно близки-
ми событиями, происходящими в точке, где
он находится, описывается формулой

ds2 = c2dτ2. (59)

Время τ называют собственным временем.

Тангерлиниевы координаты произволь-
ного типичного наблюдателя: a(t), χ, θ и φ.
В сопутствующей системе ими, по опреде-
лению, являются χ, θ и φ. Расстояние этого
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наблюдателя до начала сопутствующей си-
стемы координат: R(τ) = a(τ)χ. Масштабный
фактор a(τ) описывает однородное изотроп-
ное растяжение сопутствующей системы ко-
ординат. Уравнение, описывающее измене-
ние масштаба a в системе координат Тангер-
лини, определяется формулой (52). Перепи-
шем его в терминах собственного времени,
т. е. в виде, определяющем изменение a(τ) в
сопутствующей системе координат.

Произвольный типичный наблюдатель
движется относительно центра 3-мира ра-
диально. Координаты любого типичного на-
блюдателя χ, θ и φ в процессе эволюции
сферического 3-мира остаются постоянны-
ми. Уравнения, описывающее его движение
в сопутствующей системе координат, имеют
вид

R(τ) = a(τ)χ0, χ(τ) = χ0,
θ(τ) = θ0, φ(τ) = φ0.

(60)

В процессе эволюции сферического 3-мира
сохраняется его однородность и изотроп-
ность. Справедлив закон Хаббла:

dR(τ)/dτ = H(τ)R(τ), (61)

где H(τ) = (da/dτ)/a — параметр Хаббла,
одинаковый для любых R(τ).

Связь между собственным временем τ ти-
пичного наблюдателя и временем t метрики
Тангерлини находим из уравнения

c2dτ2 =

(

1−
R2

g

a2

)

c2dt2 − da2

1−R2
g/a

2
. (62)

Учитывая, что a(t) удовлетворяет уравне-
нию (52), из (62) находим

dτ

dt
=

(

1−
R2

g

a2

)1/2
Uγ(a)

Eγ
. (63)

Используя (63), уравнение (52) перепишем в
терминах собственного времени:

da

dτ
=

a

Lγ

(

E2
γ − U2

γ

)1/2
. (64)

В отличие от уравнения (52) уравнение
(64) не имеет особенности при a = Rg. Соб-
ственное время, за которое 3-мир проходит

радиус a = Rg в сопутствующей системе от-
счёта, бесконечно мало. Учитывая это, счи-
таем, что уравнение (64) описывает динами-
ку релятивистских сферических 3-миров не
только в области a > Rg, но и при 0 ≤ a ≤
Rg.

6. ЭЙНШТЕЙНОВСКИЕ СИЛЫ
ОТТАЛКИВАНИЯ

Уравнение (64) является уравнением,
описывающим эволюцию релятивистских
сферических 3-миров в сопутствующей си-
стеме координат. Учитывая (53), приводим
его к виду

1

a2

(

da

dτ

)2

= − c2

a2
+

c2R2
g

a4
+

E2
γ

L2
γ

. (65)

В приложении показано, что в случае про-
извольного значения параметра k, опреде-
ляющего тип геометрии релятивистского 3-
мира, уравнение, описывающее его эволю-
цию, может быть записано в виде

1

a2

(

da

dτ

)2

= −kc2

a2
+

c2R2
g

a4
+

E2
γ

L2
γ

. (66)

Это уравнение является первым интегралом
уравнения

d2a

dτ2
= −

c2R2
g

a3
+

E2
γa

L2
γ

. (67)

Сравнивая космологические уравнения
А. А. Фридмана (2), (3) с уравнениями (66)
и (67), заключаем, что они совпадают, если
считать, что гравитационный радиус 3-мира

Rg =

√

8πGρa4

3c2
, (68)

а космологическая постоянная Λ связана с
параметрами частиц в 3-мире (интегралами
их движения Eγ и Lγ в тангерлиниевой си-
стеме координат) формулой

Λ =
3E2
γ

c2 L2
γ

. (69)

Из (67) заключаем, что в релятивист-
ском 3-мире, однородно заполненном части-
цами, кроме сил притяжения, действуют си-
лы отталкивания. В сопутствующей систе-
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ме координат силы отталкивания являют-
ся эйнштейновскими. Они описываются Λ-
членом уравнений ОТО. Чтобы понять фи-
зический смысл космологических сил оттал-
кивания, рассмотрим уравнения, описыва-
ющие динамику релятивистских 3-миров в
предельном случае a � Rg. Этот предель-
ный случай можно исследовать формально,
полагая Rg = 0.

Уравнения, описывающие динамику ре-
лятивистских 3-миров в приближении Rg =
0, в системе координат Тангерлини имеют
вид

(

da

dt

)2

= −kc2 − c2L2
γ

E2
γa

2
, (70)

d2a

dt2
= −dUcf

da
, (71)

где

Ucf =
c4L2

γ

2E2
γ

· 1

a2
. (72)

Уравнение (71) описывает «движение»
релятивистского 3-мира под действием цен-
тробежных сил. Функция Ucf определя-
ет центробежную энергию частиц. Видно,
что источником центробежных космологи-
ческих сил отталкивания является тепло-
вая энергия космической среды. В случае
отсутствия теплового движения, вращатель-
ные моменты частиц равны нулю и при этом
центробежные космологические силы оттал-
кивания отсутствуют.

В сопутствующей системе координат
уравнения, описывающие динамику реляти-
вистского 3-мира в приближении Rg = 0,
имеют вид

(

da

dτ

)2

= −kc2 +
E2
γ

L2
γ

a2, (73)

d2a

dτ2
=

E2
γa

L2
γ

=
1

3
Λc2a. (74)

Видно, что то, что в сопутствующей систе-
ме координат силы отталкивания являют-
ся эйнштейновскими. Источником этих сил
является релятивистская компонента косми-
ческой среды, которая в настоящей статье

лишь и учитывается. Космологическая по-
стоянная Λ определяет универсальную вза-
имосвязь между микроскопическими пара-
метрами Eγ и Lγ частиц.

В тангерлиниевой системе координат ско-
рость релятивистских 3-миров совпадает с
радиальной компонентой скорости движе-
ния частиц. Она определяется формулой

da

dt
= c

(

1−
R2

g

a2

)

×

×
[

1− c2 L2
γ

a2E2
γ

(

1−
R2

g

a2

)]1/2

.

(75)

Видно, что эта скорость всегда меньше ско-
рости света. При a → Rg da/dt → 0; при
a → ∞ da/dt → c.

В сопутствующей системе координат ско-
рость расширения релятивистских 3-миров
определяется формулой

da

dτ
= c

[

−k +
R2

g

a2
+

E2
γa

2

c2 L2
γ

]1/2

. (76)

Величина da/dτ не имеет смысла физиче-
ской скорости частиц. Нет основания счи-
тать, что величина da/dτ не может быть
больше скорости света. При a → 0 и a → ∞
da/dτ→ ∞. В то же время скорость пролёта
релятивистских частиц мимо любого типич-
ного наблюдателя определяется формулой

W = ±a
dφ

dτ
= ±a

dφ

dλ

dλ

dt

dt

dτ
. (77)

Учитывая уравнения (25), (30) и (48), нахо-
дим W = ±c. Это означает, что скорость
частиц относительно любого типичного на-
блюдателя равна скорости света.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе показано следующее.

1. Стандартным методом, основанном на
космологических уравнениях А. А. Фрид-
мана, описана динамика релятивистских
3-миров в четырёхмерном пространстве-
времени. Это описание содержит три неза-
висимых параметра: постоянную Хаббла H0,
плотность излучения ρ0, а также плотность
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«тёмной энергии» ρΛ = Λc2/(8πG). В про-
цессе эволюции 3-мира плотность излучения
ρ и масштаб 3-мира a связаны соотноше-
нием (5). Существенным недостатком стан-
дартного метода описания динамики 3-мира
является отсутствие понимания физическо-
го смысла «тёмной энергии». Полученные в
рамках стандартного подхода выводы о ди-
намике 3-мира находятся в согласии с из-
вестными общими представлениями о фрид-
мановской динамике Вселенной, рассчитан-
ной в рамках уравнений Эйнштейна с Λ-
членом (см., например, [2, гл. 4]).

2. Проведено изучение динамики 3-
миров, основанное на предположении, что
они являются трёхмерными объектами, по-
груженными в пространство четырёх из-
мерений и описываемые в рамках уравне-
ний Эйнштейна в пятимерном пространстве-
времени. Записана его метрика, учитыва-
ющая симметрию 3-мира (метрика Тангер-
лини). 3-мир рассматривается как трёхмер-
ная центрально-симметричная гиперповерх-
ность, однородно заполненная релятивист-
скими частицами.

3. Получены уравнения, описывающие
движение 3-миров в четвёртом (радиаль-
ном) пространственном измерении системы
координат Тангрелини. Показано, что в этой
системе координат динамика 3-мира опре-
деляется не только силами тяготения, но и
отталкивания, и эти силы являются центро-
бежными. Существование космологических
центробежных сил связано с наличием теп-
ловых скоростей движения частиц и кривиз-
ной пространства 3-мира. Эти силы действу-
ют во внешнем для 3-миров пространствен-
ном измерении, растягивая их.

4. Проведено преобразование уравнения,
описывающего динамику 3-миров в тангер-
линиевых координатах в уравнение, описы-
вающее эту динамику в сопутствующей си-
стеме координат. Это описание содержит
четыре параметра: постоянную Хаббла H0,
гравитационный радиус 3-мира Rg, а также
интегралы движения Eγ и Lγ, определяющие
энергию и космологический момент враще-
ния частиц 3-мира, соответственно.

5. Показано, что возможны четыре типа
решений, описывающих эволюцию 3-миров.
Вид этих решений существенно отличает-

ся в тангерлиниевой и сопутствующей си-
стемах координат. В сопутствующей систе-
ме координат два типа решений описывают
3-миры, рождённые в результате «Большого
взрыва». Один из них описывает замкнутый
3-мир, другой открытый 3-мир. Существу-
ют решения, описывающие стационарные 3-
миры. Эти решения не являются устойчи-
выми. Возможны решения, описывающие 3-
миры без сингулярности. Они описывают од-
нородное сжатие этих миров до некоторо-
го минимального размера с последующим
неограниченным их расширением.

6. Проведено сравнение космологических
уравнений А. А. Фридмана, описывающих
динамику 3-миров стандартным методом и
уравнений, описывающих 3-миры как объ-
екты в четырёхмерном пространстве. Пока-
зано, что они совпадают, если считать, что
гравитационный радиус 3-мира удовлетво-
ряет соотношению (68), а космологическая
постоянная Λ связана с интегралами движе-
ния частиц Eγ и Lγ формулой (69).

7. Вид космологических сил отталкива-
ния зависит от выбора системы координат. В
системе координат Тангерлини они являет-
ся центробежными силами (d2a/dt2 ∼ a−3).
В сопутствующей системе координат космо-
логические силы отталкивания проявляет-
ся как эйнштейновские силы отталкивания
(d2a/dτ2 ∼ a). Космологическая постоян-
ная определяет универсальную взаимосвязь
между интегралами движения частиц Eγ и
Lγ:

Eγ =

√

Λ

3
Lγc. (78)

Замечание. Предположение о том, что
все частицы имеют одинаковые значения па-
раметров Eγ и Lγ, не является необходимым.
Вид уравнений, описывающих динамику
3-миров, не изменится, если считать, что
излучение является чернотельным, а соот-
ношение между параметрами частиц Eγ и
Lγ определяется формулой (78), в которой
величина Λ является универсальной по-
стоянной. Отметим также, что отношение
c Lγ/Eγ равно прицельному расстоянию
при описании траекторий релятивистских
частиц, рассеивающихся на гравитиующей
точечной массе, гравитационное поле ко-
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торой определяется метрикой Тангерлини
(см., например, [21]).
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Приложение

Уравнения геодезических (42) в случае
произвольных значений k для µ = 2, 3 и 4
можно записать в виде:

d2χ

dλ2
+

2

a

da

dλ

dχ

dλ
− Σk

dΣk
dχ

×

×
[

(

dθ

dλ

)2

+ sin2 θ

(

dφ

dλ

)2
]

= 0,

(79)

d2θ

dλ2
+

2

a

da

dλ

dθ

dλ
+

d lnΣk
dχ

dχ

dλ

dθ

dλ
−

− sin θ cos θ

(

dφ

dλ

)2

= 0,

(80)

d2φ

dλ2
+
2

a

da

dλ

dφ

dλ
+

d lnΣk
dχ

dχ

dλ

dφ

dλ
−

− 2 ctg θ
dθ

dλ

dφ

dλ
= 0.

(81)

Из уравнения (80) следует, что если в на-
чальный момент λ0 θ0 = π/2, (dθ/dλ)0 = 0,
то и при всех λ θ(λ) = π/2. Без ограниче-
ния общности можно рассматривать только
те частицы, для которых θ = π/2. При этом
условии оставшиеся уравнения (79) и (81)
дают

d2χ

dλ2
+

2

a

da

dλ

dχ

dλ
− Σk

dΣk
dχ

(

dφ

dλ

)2

= 0, (82)

d2φ

dλ2
+

2

a

da

dλ

dφ

dλ
+

d lnΣk
dχ

dχ

dλ

dφ

dλ
= 0. (83)

Нетрудно убедиться, что эти уравнения со-
держат интеграл, выражающий закон сохра-
нения углового момента частицы:

(

dχ

dλ

)2

+ Σ2k

(

dφ

dλ

)2

=
L2
γ

a4
. (84)

В случае, когда θ 6= π/2, интеграл движения
(84) имеет вид

(

dχ

dλ

)2

+ Σ2k

(

dθ

dλ

)2

+ Σ2k sin
2 θ

(

dφ

dλ

)2

=
L2
γ

a4
.

При этом все последующие выводы сохраня-
ют силу.

Для µ = 0 уравнение геодезических сов-
падает с уравнением (47), выведенным для
случая k = +1. Соответствующий интеграл
движения для случая произвольного k мож-
но записать в виде

Eγ = c2

(

k −
R2

g

a2

)

dx0

dλ
(85)

Наконец, уравнение для µ = 1 можно полу-
чить способом, описанным в разделе 4. В ре-
зультате несложных выкладок можно прий-
ти к следующему уравнению:

1

k −R2
g/a

2

da

dt
=

c

Eγ

[

E2
γ − U2

γ (a)
]1/2

, (86)

где

U2
γ (a) =

L2
γ

a2

(

k −
R2

g

a2

)

. (87)

В сопутствующих координатах это урав-
нение может быть записано в виде

da

dτ
=

a

Lγ

[

E2
γ − U2

γ (a)
]1/2

. (88)

Возводя обе части (88) в квадрат и исполь-
зуя (87), можно прийти к уравнению (66).


